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 （2.5） 

Y 为测点的位移，R 为测点的转角。在有限单元法中，梁单元变形曲线为三

次多项式，对于荷载作用下的欧拉梁，应当取不低于三次的多项式拟合梁的挠曲

线。为求解三次多项式中的四个参数，应至少在梁上布置四个测点。  

根据以上方程可知，只要测量得到 t 时刻四个测点的位移 y1、y2、y3、y4，基

于梁单元变形曲线为三次多项式的假定，且已知四个测点的位置 x1、x2、x3、x4，

可以拟合得到梁在 t 时刻的挠曲线方程（2.4），求解出四个系数 a0、a1、a2、a3，

将四个系数代入式（2.5）可求得梁在 t 时刻拟合的转角曲线，即可计算出 t 时刻

横坐标为 xk 处的转角 θ。  

        

图 2.6 欧拉-伯努利梁模型  

2.3.2 数值模拟 

为验证转角曲线拟合方法的准确性，本节将利用 Sap2000 软件进行有限元数

值模拟，对不同的测点布置方案下的有限元结果进行比较，确定测点的数量，测

点的位置和荷载施加的位置。  

2.3.2.1 悬臂梁受静力荷载  

数值模拟对象为忽略剪切变形和转动惯量影响的欧拉悬臂梁模型，悬臂梁的

长度为 1.025m，划分为 41 个单元，每个单元长 25mm。梁单元材料为 Q235 钢。

梁的截面尺寸如图 2.7 所示，截面面积为 150mm2，惯性矩为 312.5mm4，截面弹

性模量为 2.1×105MPa，质量密度为 8×103kg/m3，考虑加载位置对拟合精度的影响，

分别在 1/4 点、1/2 点、3/4 点和悬臂端，共 4 个点施加 100N 的方向向下的竖向

集中力，定义弯曲平面内的四个静力分析工况，如图 2.8 所示。在每个工况下，

考虑测点数量、测点位置、测点对称布置或等间距布置对拟合效果的影响，设置

了如图 2.9 所示的五种测点布置方案。其中方案 1 和方案 2 使用三次多项式拟合

梁的挠曲线，方案 3 使用四次多项式拟合梁的挠曲线，方案 4 和方案 5 使用五次

多项式拟合梁的挠曲线。表 2.4 至表 2.7 为各静力分析工况下，每种测点布置方
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案的转角拟合结果与 Sap2000 计算结果的对比。通过多项式拟合方法得到的平动

位移曲线与 Sap2000 计算得到的实际平动位移曲线的对比结果见图 2.10 至图 2.13。 

 

  图 2.7 悬臂梁模型的截面尺寸（单位：mm）  

     

   a) 工况 1：1/4 点加载集中力              b) 工况 2：跨中加载集中力  

      

   c) 工况 3：3/4 点加载集中力               d) 工况 4：悬臂端加载集中力 

图 2.8 悬臂梁模型的静力分析工况  

     

     a) 方案 1                              b) 方案 2 

     

     c) 方案 3                              d) 方案 4 

 

e) 方案 5 

图 2.9 悬臂梁模型的测点布置方案  
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表 2.4 工况 1 下 1/4 点加载时拟合转角与 Sap2000 结果对比  

坐标  

（m） 

Sap2000 

结果  

（°） 

方案 1 方案 2 方案 3 方案 4 方案 5 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

0.2 0.0533 0.0464 15.02% 0.0466 14.54% 0.0481 10.78% 0.0512 4.25% 0.0513 4.04% 

0.4 0.0576 0.0581 -0.85% 0.0551 4.64% 0.0583 -1.13% 0.0587 1.79% 0.0580 -0.71% 

0.6 0.0576 0.0622 -7.43% 0.0592 -2.71% 0.0583 -1.10% 0.0570 1.02% 0.0571 0.96% 

0.8 0.0576 0.0588 -1.93% 0.0590 -2.41% 0.0562 2.51% 0.0583 -1.22% 0.0592 -2.70% 

1 0.0576 0.0476 20.95% 0.0545 5.68% 0.0602 -4.36% 0.0556 3.69% 0.0536 7.44% 

注：相对误差=（Sap2000 计算角度-拟合角度） /拟合角度×100%。  

表 2.5 工况 2 下跨中加载时拟合转角与 Sap2000 结果对比  

坐标  

（m） 

Sap2000 

结果  

（°） 

方案 1 方案 2 方案 3 方案 4 方案 5 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

0.2 0.1295 0.1257 3.07% 0.1247 3.83% 0.1328 -2.43% 0.1319 -1.83% 0.1303 -0.57% 

0.4 0.1981 0.1968 0.67% 0.1867 6.08% 0.1974 0.33% 0.1963 0.89% 0.1976 0.23% 

0.6 0.2100 0.2272 -7.59% 0.2182 -3.78% 0.2113 -0.62% 0.2120 -0.95% 0.2123 -1.07% 

0.8 0.2100 0.2171 -3.27% 0.2193 -4.23% 0.2069 1.49% 0.2082 0.88% 0.2045 2.69% 

1 0.2100 0.1663 26.28% 0.1898 10.62% 0.2167 -3.11% 0.2140 -1.88% 0.2220 -5.42% 

注：相对误差=（Sap2000 计算角度-拟合角度） /拟合角度×100%。  
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表 2.6 工况 3 下 3/4 点加载时拟合转角与 Sap2000 结果对比  

坐标  

（m） 

Sap2000 

结果  

（°） 

方案 1 方案 2 方案 3 方案 4 方案 5 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

0.2 0.2057 0.2052 0.24% 0.2050 0.34% 0.2070 -0.62% 0.2046 0.53% 0.2051 0.28% 

0.4 0.3505 0.3503 0.05% 0.3485 0.56% 0.3505 0.00% 0.3511 -0.17% 0.3506 -0.04% 

0.6 0.4343 0.4370 -0.62% 0.4354 -0.25% 0.4330 0.30% 0.4336 0.16% 0.4337 0.13% 

0.8 0.4576 0.4652 -1.64% 0.4657 -1.73% 0.4627 -1.10% 0.4595 -0.41% 0.4609 -0.71% 

1 0.4576 0.4351 5.18% 0.4393 4.16% 0.4477 2.22% 0.4551 0.55% 0.4517 1.32% 

注：相对误差=（Sap2000 计算角度-拟合角度） /拟合角度×100%。  

表 2.7 工况 4 下悬臂端加载时拟合转角与 Sap2000 结果对比  

坐标  

（m） 

Sap2000 

结果  

（°） 

方案 1 方案 2 方案 3 方案 4 方案 5 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

0.2 0.2819 0.2819 0.00% 0.2819 0.00% 0.2819 0.00% 0.2819 0.00% 0.2819 0.00% 

0.4 0.5029 0.5029 0.00% 0.5029 0.00% 0.5029 0.00% 0.5029 0.00% 0.5029 0.00% 

0.6 0.6629 0.6629 0.00% 0.6629 0.00% 0.6629 0.00% 0.6629 0.00% 0.6629 0.00% 

0.8 0.7619 0.7619 0.00% 0.7619 0.00% 0.7619 0.00% 0.7619 0.00% 0.7619 0.00% 

1 0.8000 0.8000 0.00% 0.8000 0.00% 0.8000 0.00% 0.8000 0.00% 0.8000 0.00% 

注：相对误差=（Sap2000 计算角度-拟合角度） /拟合角度×100%。  
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图 2.10 工况 1 下 1/4 点加载时悬臂梁的平动位移拟合曲线  

 

图 2.11 工况 2 下跨中加载时悬臂梁的平动位移拟合曲线  

 

图 2.12 工况 3 下 3/4 点加载时悬臂梁的平动位移拟合曲线  
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图 2.13 工况 4 下悬臂端加载时悬臂梁的平动位移拟合曲线  

根据表 2.4 至表 2.7 和图 2.10 至图 2.13 的结果可以得到如下结论，对于采用

欧拉-伯努利梁理论的悬臂梁模型，集中荷载加载位置越靠近悬臂梁端，转角拟合

结果越理想。工况 4 下梁的平动变形曲线基本与原实际位移点重合，选取的五个

坐标点下的拟合转角与 Sap2000 计算的实际转角基本没有误差，因此选择悬臂梁

端作为施加集中荷载的位置。对比所有工况下的方案 1 和方案 2 之间，方案 4 和

方案 5 之间的角度相对误差，可以发现方案 2 的误差整体来说小于方案 1 的误差，

方案 4 的误差整体来说小于方案 5 的误差。由此可见，测点应尽量等间距布置。

对比所有工况下方案 2、方案 3 和方案 4 的角度相对误差，可以观察到误差减少，

由此可以说明当测点等间距布置时，测点数越多，精度越高。综合来看，无论在

悬臂梁模型何处加载集中力，方案 4 的效果始终满足误差不大于 5%的要求，满

足工程精度要求。  

表 2.8 工况 4 施加 5db 噪声后拟合转角与 Sap2000 结果对比  

坐标  

（m） 

Sap2000 

结果  

（°） 

方案 2 方案 3 方案 4 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

角度  

（°） 

相对误差  

（%） 

0.2 0.2819 0.2825 -0.23% 0.2836 -0.61% 0.2834 -0.53% 

0.4 0.5029 0.5032 -0.06% 0.5066 -0.73% 0.5036 -0.15% 

0.6 0.6629 0.6630 -0.03% 0.6636 -0.11% 0.6635 -0.10% 

0.8 0.7619 0.7622 -0.03% 0.7601 0.24% 0.7643 -0.31% 

1 0.8000 0.8005 -0.06% 0.8014 -0.18% 0.7956 0.55% 

注：相对误差=（Sap2000 计算角度-拟合角度） /拟合角度×100%。  

实际应用时，每个测点的结果不可避免会受到噪声的影响，对悬臂梁上的测

点位移施加 5db 噪声，然后拟合得到挠度曲线，获得每个测点的转角。对比工况

4 下的方案 2、方案 3、方案 4 的角度相对误差，结果如表 2.8 所示。所有方案的
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角度相对误差都在 1%内，拟合精度良好。以上分析说明，使用转动曲线拟合方

法对受静载试验的悬臂梁进行角度拟合可行，集中荷载应施加在悬臂端，均匀、

对称的布置四个及四个以上的测点。  

2.3.2.2 悬臂梁受脉冲激励  

采用 Sap2000 的时程分析工况定义如图 2.14 所示脉冲激励，施加于 2.3.2.1

节所述悬臂梁模型的悬臂端，设定阻尼比为 0.02，输出时段数为 10000，时段步

长为 0.005，计算获得跨中节点的转角时程响应如图 2.15，与图 2.16 所示的方案

1、2、3 拟合的跨中转角时程结果对比。并对测点的位移响应施加 5db 噪声，以

观察噪声对动转角拟合效果的影响。三种方案下的动转角拟合曲线与 Sap2000 结

果的对比如图 2.17 至图 2.22 所示。 
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       图 2.14 输入的脉冲力响应            图 2.15 输出的跨中节点的动转角响应  

    

     a) 四个测点的方案 1                 b)五个测点的方案 2 

 

c) 六个测点的方案 3 

图 2.16 悬臂梁模型的悬臂端受脉冲力  
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a) 0.5~1 秒内梁跨中节点的动转角时程曲线  
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b) 转角相对误差  

注：转角相对误差=（Sap2000 计算角度-拟合角度）/拟合角度×100%。  

图 2.17 无噪声时方案 1 跨中节点的动转角拟合曲线及相对误差  
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b) 转角相对误差  

注：转角相对误差=（Sap2000 计算角度-拟合角度）/拟合角度×100%。  

图 2.18 无噪声时方案 2 跨中节点的动转角拟合曲线及相对误差  
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b) 转角相对误差  

注：转角相对误差=（Sap2000 计算角度-拟合角度）/拟合角度×100%。  

图 2.19 无噪声时方案 3 跨中节点的动转角拟合曲线及相对误差  
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a) 施加 5db 噪声后在 0.5~1 秒内梁跨中节点的动转角时程曲线  
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b) 转角相对误差  
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c) 转角相对误差局部放大  

注：转角相对误差=（Sap2000 计算角度-拟合角度）/拟合角度×100%。  

图 2.20 施加 5db 噪声时方案 1 跨中节点的动转角拟合曲线及相对误差  
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a) 施加 5db 噪声后在 0.5~1 秒内梁跨中节点的动转角时程曲线  



基于动态转角测量技术的框架结构参数识别与广义模态柔度理论 

 

28 
 

0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
-40

0
40
80

120
160
200
240
280
320
360

转
角
相
对
误
差
（

%
）

 

b) 转角相对误差  
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c) 转角相对误差局部放大  

注：转角相对误差=（Sap2000 计算角度-拟合角度）/拟合角度×100%。  

图 2.21 施加 5db 噪声时方案 2 跨中节点的动转角拟合曲线及相对误差  
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a) 施加 5db 噪声后在 0.5~1 秒内梁跨中节点的动转角时程曲线  
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b) 转角相对误差  
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c) 转角相对误差局部放大  

注：转角相对误差=（Sap2000 计算角度-拟合角度）/拟合角度×100%。  

图 2.22 施加 5db 噪声时方案 3 跨中节点的动转角拟合曲线及相对误差  
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根据图 2.17 至图 2.22 的结果，发现跨中节点的动转角曲线在角度接近于 0

处，转角相对误差会突然增大，这是因为角度较小时，转角拟合方法存在的误差

相对而言占的比重更大，在静载工况下也同样存在这一现象，当施加的力引起的

结构位移越大，那么角度拟合效果会越好。无噪声时，方案 3 的转角相对误差小

于 5%，方案 2 和方案 1 除角度接近于 0 处的时刻，相对误差基本都在 5%以内。

在平动反应中加入 5db 白噪声后，三种测点布置方案除角度接近于 0 处的时刻，

大部分时刻的相对误差基本都在 5%内，满足工程精度要求。方案 3 由于有 6 个

测点，对比方案 1 和方案 2，角度拟合效果受噪声影响更大。整体来说，悬臂梁

受静载时的转角拟合精度要高于受脉冲激励时的精度。激光位移计宜对称、均匀

布置，且在能反映挠度曲线特征的点（如极值点、拐点等）附近宜増加测点数。

对悬臂梁而言，在保证拟合精度和方便操作的前提下，建议等间距布置 4-5 个激

光位移计。  

2.4  MEMS 陀螺仪传感器的角度测量精度验证试验 

通过数值模拟确定了转角拟合方法的准确性，并确定了荷载施加于悬臂端，

激光位移计测点等间距，对称布置 4-5 个以后，本节对深圳维特智能科技的

HWT901B陀螺仪传感器进行了精度验证试验，由于静态测量是动态测量的基础，，

应对 MEMS 陀螺仪传感器先进行静态角度测量精度验证，再验证动态测量精度。 

2.4.1 传感器的静态角度测量精度验证试验 

 

图 2.23 静态角度测量精度验证试验模型  

试验结构模型为如图 2.23 所示的门式钢框架结构，选取其右侧的柱构件为试

验对象。柱的尺寸为 B×W×L=50mm×3mm×1060mm，角度信号由维特智能

HWT901B 陀螺仪传感器采集，共布置 2 个 MEMS 陀螺仪传感器，位于门式框架
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右侧柱构件 1/2 位置的传感器用来测量柱中间节点的转角，左侧柱构件上对称布

置的传感器用来保持框架结构质量对称。该 MEMS 陀螺仪传感器的照片以及测量

安装图如图 2.25 所示。位移信号由日本基恩士 IL300+IL1000 激光位移计采集，

其量程为 280mm，精度为 0.7mm。该激光位移计的照片以及测量安装图如图 2.24

所示。试验共布置 5 个激光位移计，顶端布置 1 个用于控制初位移，后 4 个以 23cm

为间距等距离布置，用于测量柱的位移。在静态角度验证试验中，设置了 20 组初

位移，测量结果如表 2.9 所示。  

          

a) 传感器照片                  b) 激光位移计安装示意图  

图 2.24 激光位移计照片及安装示意图  

       

               a) 传感器照片            b) MEMS 陀螺仪传感器安装示意图  

图 2.25 MEMS 陀螺仪传感器照片及安装示意图  

表 2.9 中，测量差值 =陀螺仪传感器测得角度 -激光位移计拟合转角。

1

1 n

in =

= ∑平均误差 测量差值 ，n 为测量值个数。 ( )
2

1

1 n

in =

= ∑均方误差 测量差值 。从测

量结果可以看出，测量误差的均值为 0.051°，均方根误差为 0.042°。最大静态测

量误差为-0.108°，最小静态测量误差仅为 0.004°。  

为了测试角度测量系统的重复性，选取了水平位移分别为 -7mm、 -25mm、

-92mm 的三个位置，角度分别为-0.53°、-1.97°和-7.18°。在每个位置进行 15 次测

量试验，测量差值如图 2.26 所示。三个位置的重复性均方根误差分别为 0.007、

0.012 和 0.018，有较好的测量重复性。  
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表 2.9 静态角度验证试验测量结果  

初位移  

（mm）  

陀螺仪读数  

（°）  

角度拟合值  

（°）  

测量差值  

（°）  

-5 -0.38 -0.384 0.004 

-10 -0.77 -0.768 -0.002 

-15 -1.19 -1.171 -0.019 

-20 -1.56 -1.524 -0.036 

-25 -1.95 -1.915 -0.035 

-30 -2.4 -2.359 -0.041 

-35 -2.79 -2.742 -0.048 

-40 -3.24 -3.187 -0.053 

-45 -3.66 -3.552 -0.108 

-50 -3.98 -3.886 -0.094 

-55 -4.38 -4.294 -0.086 

-60 -4.74 -4.669 -0.071 

-65 -5.13 -5.048 -0.082 

-70 -5.53 -5.458 -0.072 

-75 -5.94 -5.842 -0.098 

-80 -6.3 -6.238 -0.062 

-85 -6.69 -6.602 -0.088 

-90 -7.08 -7.011 -0.069 

-95 -7.43 -7.414 -0.017 

-100 -7.77 -7.835 0.065 

平均误差：0.051 

均方误差：0.042 

 

注：测量差值=陀螺仪传感器测得角度-激光位移计拟合转角。  

图 2.26 重复性试验测量结果  
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2.4.2 传感器的动态角度测量精度验证试验 

试验结构模型为如图 2.27 所示，仍使用上一节的门式钢框架结构，选取其右

侧的柱构件为试验对象。角度信号由维特智能 HWT901B 陀螺仪传感器测量，通

过 PC 端的上位机采集，采样频率为 200Hz 。位移响应使用日本基恩士

IL300+IL1000 激光位移计测量，通过 LMS Cadax–8 便携式动态信号分析仪采集

并储存，采样频率设为 200Hz。试验共布置 5 个激光位移计，顶端布置 1 个用于

控制初位移，后 4 个以 23cm 为间距等距离布置，用于测量柱的平动位移响应。

试验时，通过左侧绞盘牵引施加初位移。然后剪断绳子瞬时释放，结构恢复自由

振动状态。  

为验证动力试验时，MEMS 陀螺仪传感器在不同频率振动下的测量精度，分

别设置了 2mm-10mm 的低频工况，和 20mm-100mm 的高频工况。在低频工况中，

每隔 2mm 设置一次工况。在高频工况中，每隔 20mm 设置一次工况。由第 2.3.1

节所述的转动响应曲线拟合方法可以得到激光位移计测得的转动时程响应，与

MEMS 陀螺仪传感器测得的转动时程响应结果对比如图 2.28~图 2.37 所示。  

 

图 2.27 动态角度测量精度验证试验模型  
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a) 初位移 2mm                              b) 初位移 4mm 

图 2.28 初位移为 2mm 和 4mm 时激光位移计和 MEMS 陀螺仪传感器所测转角响应对比  
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a) 初位移 2mm                             b) 初位移 4mm 

注：转角差值=陀螺仪传感器测得角度-激光位移计拟合转角。  

图 2.29 初位移为 2mm 和 4mm 时柱的转角响应在波峰波谷处的相对差值  
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a) 初位移 6mm                              b) 初位移 8mm 

图 2.30 初位移为 6mm 和 8mm 时激光位移计和 MEMS 陀螺仪传感器所测转角响应对比  
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a) 初位移 6mm                             b) 初位移 8mm 

注：转角差值=陀螺仪传感器测得角度-激光位移计拟合转角。  

图 2.31 初位移为 6mm 和 8mm 时柱的转角响应在波峰波谷处的相对差值  

通过图 2.28~图 2.37 中 MEMS 陀螺仪传感器与激光位移计输出的角度的对比，

可以明显观察出：随着初位移的增大，MEMS 陀螺仪传感器与激光位移计输出的

角度差值也随之增大。分析误差产生的原因主要为以下两点：  

（1）根据动转角拟合原理，应保证激光位移计发射的激光，门式框架受激励

后振动的二维平面，绞盘上绳子施加力的方向均在同一个平面内。由于现场试验

条件限制，很容易产生误差。  
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a) 初位移 10mm                              b) 初位移 20mm 

图 2.32 初位移为 10mm 和 20mm 时激光位移计和 MEMS 陀螺仪传感器所测转角响应对比  
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a) 初位移 10mm                             b) 初位移 20mm 

注：转角差值=陀螺仪传感器测得角度-激光位移计拟合转角。  

图 2.33 初位移为 10mm 和 20mm 时柱的转角响应在波峰波谷处的相对差值  
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a) 初位移 40mm                              b) 初位移 60mm 

图 2.34 初位移为 40mm 和 60mm 时激光位移计和 MEMS 陀螺仪传感器所测转角响应对比  

（2）激光位移计所测量构件平面的表面不够平整。  

对动力试验条件下 MEMS 陀螺仪传感器的角度测量精度进行验证，保证测量

的响应信息准确，是开展后续的研究、试验的前提。综合静态角度测量和动态角

度测量试验的结果来看，在结构初位移为 100mm 以内，可以基本保证 MEMS 陀

螺仪传感器静态角度测量的精度为 0.05°，测量重复性良好。在结构初位移为 10mm

以内，可以基本保证动态角度测量的精度为 0.1°。  
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a) 初位移 40mm                             b) 初位移 60mm 

注：转角差值=陀螺仪传感器测得角度-激光位移计拟合转角。  

图 2.35 初位移为 40mm 和 60mm 时柱的转角响应在波峰波谷处的相对差值  
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a) 初位移 80mm                              b) 初位移 100mm 

图 2.36 初位移为 80mm 和 100mm 时激光位移计和 MEMS 陀螺仪传感器所测转角响应对比  
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a) 初位移 80mm                             b) 初位移 100mm 

注：转角差值=陀螺仪传感器测得角度-激光位移计拟合转角。  

图 2.37 初位移为 80mm 和 100mm 时柱的转角响应在波峰波谷处的相对差值  

2.5 本章小结 

本章对市场上现有的 MEMS 陀螺仪传感器进行了调研，介绍了 HWT901B 陀

螺仪传感器的基本工作原理。为了校验该传感器在受到外界冲击振动下的动态精

度，首先依据由平动响应信息拟合转动响应的原理，对忽略剪切变形和转动惯量

的影响的悬臂梁模型进行了两种工况下的数值模拟，分别为受到集中荷载和受脉
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冲激励。验证了角度拟合方法的可行性。然后以门式钢框架结构的柱构件为试验

对象，验证了 MEMS 陀螺仪传感器的静态精度和动态精度。  
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第3章 基于动转角测量技术的结构物理参数时域识别 

3.1  引言 

结构动力测试方法应用于实际工程时，难以准确测量结构的转角信息，转角

自由度也通常容易被忽略。由于转角响应难以获得，目前结构识别算法的研究主

要集中于剪切型结构和桁架结构 [51,118,119]，而以弯剪变形为主的结构研究较少。

弯剪型结构在正问题分析中通常利用静力凝聚的方法缩聚掉转角自由度，在反问

题求解过程中，主要利用平动响应重构转动响应。在时域识别方面，传统算法在

重构状态信息以及广义逆求转角时，计算模型所使用的方程式存在对冲效应，需

要应用超定方程组修正结果，方法过于复杂且精度不能完全满足要求。  

本章以一座 4 层框架结构为例，在对该结构进行转角信息重构的前提下，基

于最小二乘递推算法由结构的平动响应数据在时域内识别了结构的物理参数。对

比运用转角真实值的情形下所识别的物理参数，研究使用转角重构值对结构物理

参数时域识别的影响。在第二章对动力试验条件下 MEMS 陀螺仪传感器的角度测

量精度进行验证的基础上，通过一个 3 层 2 跨的钢框架模型的动力试验，比较了

采用广义逆方法重构转角和直接测量转角两种情况下，阻尼参数和刚度参数的识

别效果。此外，还研究了转角信息补充后，使用最小二乘递推算法进行损伤诊断

的效果。  

3.2  基于最小二乘递推算法的结构物理参数识别 

3.2.1 结构计算模型的选取 

对于结构识别来说，计算模型的选取十分关键。由于实际工程结构的模型自

由度较多，难以对所有自由度的响应信息进行测量。因此，对于多自由度结构系

统的识别问题，目前所采用的结构模型大多为简化计算模型，简化后的模型应真

实反映结构中所有构件的主要受力性能。本文研究的对象为平面钢框架结构，框

架结构是由梁、柱构件组成的结构，当横梁与柱的线刚度比值大于 5，则在结构

分析中，可假定横梁刚度无穷大，忽略梁的变形，视为剪切型结构 [120]。若框架

结构的梁与柱刚度相差不大时可视为弯剪型框架结构。剪切型框架的参数识别已

经比较成熟，因此本文将对弯剪型框架结构进行研究，在水平荷载作用下，其框

架节点将发生转动，所以需要考虑框架节点转动的影响。  

平面框架结构的完整自由度模型如图 3.1 (a)所示，其含 2N 个平动自由度和

2N 个转动自由度。对于平面框架结构的梁柱连接节点，节点的轴向变形和剪切变
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形与节点的转动变形相比，可以忽略不计，因此平面框架结构计算模型采用的梁

单元刚度矩阵为 4×4 阶矩阵，具体表示如下：  

      

0 0
0 0 2

0 0
0 2 0 4

EA l EA l
EI l EI l

K
EA l EA l

EI l EI l

− 
 
 =
 −
 
 

 （3.1） 

上式中，E 为单元材料的弹性模量，A 为单元的横截面面积，I 为单元横截面

对主轴 Z 的惯性矩，l 为单元的长度。  

对于单跨平面框架结构，由于结构对称，在水平荷载作用下，左右两侧的转

动响应一致，可将模型一简化为图 3.1(b)如所示的含 N 个平动自由度和 N 个转动

自由度的模型二。  

对于多跨平面框架结构，同一层梁柱节点的转角响应并不完全相同，根据实

际情况，可将模型一简化为如图 3.1(c)所示的含 N 个平动自由度和 2N 个转动自由

度的模型三。  

         

a) 完整自由度模型一        b) 简化模型二            c) 简化模型三  

图 3.1 平面框架结构的计算模型  

3.2.2 最小二乘递推算法 

系统识别是基于系统的输入、输出观测数据，从一组给定模型类中确定一个

与所测系统等价的数学模型 [121]。结构物理参数识别常用的准则包括：最小二乘

准则、贝叶斯估计准则、最大似然估计准则、预报误差准则等。本文的研究采用

实际应用中最广泛的最小二乘估计准则。最小二乘法在 1794 年由数学家高斯提出

[122]，先后形成了经典最小二乘法、加权最小二乘法、最小二乘递推法、遗忘因

子法和增广最小二乘法等多种改进算法 [76]。这些算法在一定程度上考虑了测试噪

声、方程性态对识别结果的影响。  

以单自由度系统为例，设系统的输入输出关系如下：  

      k k kz h nθ= +  （3.2） 
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式中，zk 和 hk 分别表示系统的输入和输出，θ 表示系统的待识别参数，nk 为

均值是零的随机噪声。  

则有如下所示的参数 θ 的最小二乘估计准则：  

      ( ) ( )
2

1
min

N

k k
k

J z hθ θ
=

= − →∑  （3.3） 

上述准则可以理解为，待识别参数 θ 最可能的值将使实际观测值与计算值之

间的误差累积平方和最小。当观测的数据长度足够长，N → ∞时，参数的估计值

将以概率收敛于精确真值 θ[65]。  

对于线性参数系统，其输入输出模型可表示为 [65]：  

      Z H eθ= +  （3.4） 

其中，Z 为系统模型的输出向量，H 为模型输入或输出变量的等价表达式，θ

为待识别的未知模型参数，e 为模型的噪声向量。根据式（3.3）的最小二乘法准

则，由极值定理有：  

      ( ) ( ) ( )T

ˆˆ

0
J

Z H Z H
θθ θ

θ
θ θ

θ θ
=

∂ ∂  = − − = ∂ ∂
 （3.5） 

进一步整理可以得到：  

      ( )T TˆH H H Zθ =  （3.6） 

当 HTH 矩阵可逆时，可以得到：  

      ( ) 1T Tˆ H H H Zθ
−

=  （3.7） 

又因为：  

      ( )2
T

2
ˆ

2
J

H H
θ θ

θ
θ

=

∂
=

∂
 （3.8） 

因此矩阵 HTH 正定，故：  

      ( )2

2
ˆ

0
J

θ θ

θ
θ

=

∂
>

∂
 （3.9） 

满足式（3.9）的参数估计值 θ̂必然使得 ( ) ˆ=
=minJ

θ θ
θ 成立，而且 θ̂估计值唯一，

此时的 ( )ˆ kθ 被称为经典最小二乘估计 [65]。  

根据式（3.7）直接计算参数估计值的算法为一次完成型算法，当观测数据增

多时，计算工作量将迅速增加。因此，有必要引入递推型算法，将式（3.7）转化

为递推计算的格式。参数递推估计是指对被识别的系统，每获得一次新的测量数

据后，就在前一次的估计结果的基础上，利用新引入的测量数据对前一次估计的

结果进行修正，从而递推得到新的参数估计值。这样不断引入新的测量数据，一
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次接一次进行参数估计，直至估计值达到满意的精确程度为止，最小二乘递推算

法的思想可以用下式来概括：  

当前估计值 ( )ˆ kθ  =上次估计值 ( )ˆ 1kθ − +修正项  

新的估计值 ( )ˆ kθ 是基于旧估计值 ( )ˆ 1kθ − ，利用新的观测数据对旧估计值进

行修正所得 [122]。设：  

      1 T T

1

k

k k k i i i
i

P H H a h h−

=

= =∑  （3.10）  

      
-1

1 T T
1 1 1

1

k

k k k i i i
i

P H H a h h−
− − −

=

= =∑  （3.11）  

    ( )T
1 2k kZ z z z= ， ， ，  （3.12）  

    ( )T
1 1 2 1k kZ z z z− −= ， ， ，  （3.13）  

其中，ai 为加权因子，在最小二乘递推算法中恒取 1。由式（3.7）有：  

      ( )
-11T T T T

1

ˆ =
k

k k k k k k k k k i i i
i

H H H Z P H Z P a h zθ
−

=

= = ∑  （3.14）  

 

     

( )
-11T T T T

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

ˆ =
k

k k k k k k k k k i i i
i

H H H Z P H Z P a h zθ
−

− − − − − − − − −
=

= = ∑  
（3.15）  

根据上述定义，可得下述递推关系：  

 T1 1
1 k kk kk a h hP P− −
− +=  （3.16）  

 ( )T
1 1

ˆ ˆ ˆ
k k k k k k k ka P h z hθ θ θ− −= + −  （3.17）  

定义增益矩阵：  

 T
k k k kK a P h=  （3.18）  

则式（3.17）可写为：  

 ( )1 1
ˆ ˆ ˆ
k k k k k kK z hθ θ θ− −= + −  （3.19）  

此即为参数估计的递推格式，式（3.188）中的矩阵 Pk 的对角线上的元素反

映了参数估计值与真实值的均方误差，被称为误差协方差矩阵 [65]。由式（3.16）

和矩阵求逆公式可得：  

 1 1 1
1 1 1

1
T T

1
1  k kk

k
k k kk kkP hP P h P h h P

a
− − −
− − −

−

−

 
+ 


−


=  （3.20）  
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将上式代入增益矩阵（3.18）中，可得：  

 
1

T T
1 1

1
k k k k k

k

K P h hP h
a

−

− −

 
= + 

 
 （3.21）  

式（3.19）、式（3.20）和式（3.21）组成了最小二乘估计的递推算法。当最

小二乘递推算法的参数估计达到一定精度时，可以自动停止递推运算，可选用如

下的停机准则：  

 
( ) ( )

( )
1

1

ˆ ˆ
max

ˆi

i ik k

i k

θ θ
ε

θ
−

∀

−

−
<   （ε为适当小的正数）  （3.22）  

3.2.3 基于最小二乘递推算法的结构物理参数时域识别 

对于需要考虑节点转动影响的框架结构，在外力 f(t)作用下，对于需要考虑

节点转动影响的框架结构，动力平衡方程为： 

 
( )
0

x x x
M M C C K Kx x xxx x xx x xx x f t

x x xM M C C K Kx x xϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕϕ

                 + + =                        

 

 

 （3.23）  

其中， xx 、 xx 、 xx 分别为结构的水平位移，速度，加速度响应。 xϕ ， xϕ ， xϕ

分别为结构的角位移，角速度，角加速度，f(t)为外部激励。
M Mxx x
M Mx

ϕ

ϕ ϕϕ

 
 
 
 

、
C Cxx x
C Cx

ϕ

ϕ ϕϕ

 
 
 
 

、

K Kxx x
K Kx

ϕ

ϕ ϕϕ

 
 
 
 

分别为协调质量矩阵，阻尼矩阵和刚度矩阵。假设阻尼矩阵仅与刚度

矩阵成比例，[C]=b[K]。 

假定质量矩阵已知，展开动力平衡方程后有：  

 ( )xx x x xx x x xx x x tM x M x bK x bK x K x K x fϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ + + + + =   

 
（3.24）  

 0x x x x x xM x M x bK x bK x K x K xϕ ϕϕ ϕ ϕ φϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ+ + + + + =   

 
（3.25）  

根据虚拟结构向量转换方法 [65]，可构造参数识别的标准方程。将（3.24）式

简化为：  

 ± ° °
( )tM x bKx Kx f+ + =&& &  （3.26）  

上 式 中 ， 

xx xM M M ϕ =   ， 

xx xK K K ϕ =   ，
T

xX X Xϕ =  
   ,

T

xX X Xϕ =  
   ，

T

xX X Xϕ =   。  

令：  
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 ° T T

1 1

n n

iki i ki ki ki ki
i i

K T k T T k Tθ
= =

= =∑ ∑ %  （3.27）  

式（3.27）中，Tki 为定位矩阵，ki 为局部坐标下的单元刚度矩阵，θki 为待识

别的刚度参数， ik%为提取公因子 θki 之后的单刚矩阵。  

引入
T

iki ki kiR T k T x= %  

则有：  

 °
k kKx H θ=  （3.28）  

其中：  

[ ]1 2, , ,k k k knH R R R= L ； [ ]T1 2, , ,k k k knθ θ θ θ= L  

类似地，对于阻尼矩阵有：  

 °
c cbKx H θ=&  （3.29）  

对于协调质量矩阵有：  

 ±
m mM x H θ=&&  （3.30）  

其中：  

[ ]1 2, , ,m m m mnH R R R= L ； [ ]T1 2, , ,m m m mnθ θ θ θ= L  

而 °T
imi mi miR T m T x= && 

以上所述表达式中， miθ 为待识别的单元质量参数， im%为标准化单元质量矩阵，

Tmi 为关于质量的单元坐标转换矩阵与整体定位矩阵的乘积。  
将式（3.28）、式（3.29）、式（3.30）代入式（3.26），并引入 [ ], ,m c kH H H H= ，

[ ]T, ,m c kθ θ θ θ= ， ( )Z f t= 。即可写成如下的参数识别标准格式：  
 H Zθ =  （3.31） 

其中， H 为结构响应矩阵，θ 为待识别的参数向量，Z 为系统输入。假定结

构系统的输入及输出信息完备，基于最小二乘准则，可得式（3.31）中的结构参

数 θ 的估计值为：  

 ( ) 1
= T TH H H Zθ

−
  （3.32） 

上述论述表明：利用系统的输入、输出响应信息可以得到结构的物理参数估

计值。  

3.2.3.1 无转角测量信息的结构物理参数识别——转角信息重构  

以相对简单的单跨框架结构为例说明，对于转角响应无法直接测量的情况，

为了进行（3.32）式的计算，可采用广义逆理论 [123]由水平位移测量值计算转角，

计算模型选取模型二。  

忽略转角方向上的惯性力和阻尼力的作用，则由式（3.25）可得  

      0x xK x K xϕ ϕϕ ϕ+ =  （3.33） 

解上式可得：  

      
1

x xx K K xϕ ϕϕ ϕ
−= −  （3.34） 
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由于该式中的 Kφx 和 Kφφ包含有未知参数，因此无法直接用来计算转角响应。

对于这一问题，可以通过广义逆方法计算转角 [123]。结构的总刚度矩阵是由结构

各单元的单元刚度矩阵叠加而成，如式（3.35）所示：  

      
1

n

i i
i

K b K
=

=∑   （3.35） 

其中，bi 为单元 i 提取的待识别参数，为提取 bi 后单元 i 整体坐标系中的单

元刚度贡献矩阵。同时对于总刚度矩阵的各分块矩阵同样有：  

      ( )

1

n
i

xx i xx
i

K b K
=

=∑     ( )

1

n
i

x i x
i

K b Kφ φ
=

=∑   （3.36a） 

     ( )

1

n
i

x i x
i

K b Kφ φ
=

=∑    ( )

1

n
i

i
i

K b Kφφ φφ
=

=∑   （3.36b） 

将式（3.36）代入式（3.33），可得：  

      ( ) ( )

1 1
0

n n
i i

i x x i
i i

b K x b K xφ φφ φ
= =

   + =   
   
∑ ∑   （3.37） 

定义：  

 ( )

1 2

1 2

1 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

n

n

n n m

b b b
b b b

H b

b b b
×

 
 
 =
 
 
 





 



 （3.38） 

 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
11 12 1

11 12 1

1 1 1
1 1

1 1

n

n n n
n

n n nn

n n n
n n nn m n

K x K x K x

K x K x K x
K x

K x K x K x

K x K x K x

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
×

 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
  

  



   

  





  



  



  


  



      

（3.39） 

式中 m=n2，
( ) ( )e
jkK xϕ% 为结构第 i 个部分的刚度矩阵

( )i
xKϕ

 的第 j 行 k 列元素，同

理可定义 ( )K ϕϕ 。由上述定义，式（3.37）可写为：  

      ( ) ( ) ( ) ( )xH b K x x H b K xφφ φφ= −% %  （3.40） 

根据矩阵分析的广义逆理论，取上式中划线部分相等，则有：  

 ( ) ( ) xx K K x xϕ ϕϕ ϕ+= − % %  （3.41） 

该式中已不含待求参数 bi，且式右各项均已知，因此可根据式（3.41）由结

构水平位移测量值计算结构的转角测量值。对其两边求一阶导数得：  

 ( ) ( ) xx K K x xϕ ϕϕ ϕ+= − % %& &  （3.42）  

上式为位移—角速度关系式，同理可得位移—角加速度关系式：  

 ( ) ( ) xx K K x xϕ ϕϕ ϕ+= − % %& &  （3.43）  
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由平动信息重构角度，角速度，角加速度信息后，可进行结构的参数识别。 

3.2.3.2 有转角测量信息的结构物理参数识别  

对于可以直接测量转角值的框架结构，同样以模型二为例说明，选取的待识

别参数为各层的层抗弯刚度(EI)i 和各层的阻尼参数 b(EI)i。根据前述理论介绍，

可构造如式（3.31）所示的方程，第 i 层和第 i+1 层的参数识别方程如下式：  
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（3.44）  

当 i >1 时，其中：  

 
 

1 2 3 2 2 2 1 23 2 3 2

24 12 24 12
i i i i i

i i i i

H x x x x
h h h h− − −= − + + +   

 
（3.45）  
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（3.46）  
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（3.47）  
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（3.48）  
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 （3.49）  

其中，hi 为第 i 层层高。当识别第 i=1 层时，  

  
11 1 23 2

1 1

24 12H x x
h h

= + 

 
（3.50）  

 12 1 2 3 43 2 3 2
2 2 2 2

24 12 24 12H x x x x
h h h h

= − − −   

 
（3.51）  

 13 1 23 2
1 1

24 12H x x
h h

= +  
（3.52）  

 14 1 2 3 43 2 3 2
2 2 2 2

24 12 24 12H x x x x
h h h h

= − − −  
（3.53）  

 1 1 11 1 12 2 13 3 14 4Z f m x m x m x m x= − − − −   

 （3.54）  

在已知框架结构的各层层高、质量矩阵、所受外激励以及各节点的平动时程

响应和转动时程响应的前提下，首先将以上信息代入式（3.45）~（3.54），然后

将式（3.45）~（3.54）代入式（3.44），建立参数识别标准方程进行最小二乘递推
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法参数识别，即可求得结构的物理参数。有转角测量信息时，识别结构物理参数

的过程中可省去采用广义逆方法重构转角信息的过程，更为方便。  

3.2.4 算例分析 

以一个 4 层弯剪型框架结构为例，在结构左侧顶点水平施加一个幅值为 100N

的脉冲力 F，采样频率设为 200Hz，共采集 12000 个数据点。使用 matlab 编程计

算，计算模型如图 3.2 所示，假设参数如表 3.1 所示。采用 Newmark-β时程分析

方法进行正问题计算得到结构的动力响应。动力方程中采用与刚度相关的比例阻

尼矩阵和协调质量矩阵。采用忽略轴向变形和剪切变形的 4×4 阶的杆系单元刚度

矩阵，组装成 16×16 阶的总刚度矩阵。模型共 16 个自由度，由于结构完全对称，

可简化为含 4 个平动自由度和 4 个转动自由度的框架模型。则总刚度矩阵变为 8

×8 阶的矩阵。为了验证算法的抗噪性能，在结构响应的分析中分别加入 1％、5％

的白噪声，加入白噪声的水平由结构响应的均方根值和噪声均方根值的百分比确

定。接着使用最小二乘递推算法对 1~4 层的层间抗弯刚度 K1、K2、K3、K4 和各层

的刚度阻尼参数 C1、C2、C3、C4 进行识别。  

 

图 3.2 弯剪型框架结构模型  

表 3.1 四层框架结构参数真实值  

层号 
层间抗弯刚度 

（N/m） 

层刚度阻尼参数 

（N·s/m） 
层高（m） 

1 23.1750 0.0487 3.6 

2 23.1750 0.0487 3.0 

3 23.1750 0.0487 3.0 

4 23.1750 0.0487 3.0 

根据实际观测输出信息，设置通过广义逆方法重构转角的工况 1 和采用转角

真实值的工况 2。其中输出的加速度响应和角度、角速度响应都采用真实值。  

工况 1：采用 Newmark-β积分法计算结构上 4 个平动自由度的加速度响应，

对加速度响应进行傅里叶变换，将信号从时域转换到频域，再通过将时域内的积

分转换为频域计算，在频域内进行运算过后再通过傅立叶逆变换将信号从频域还
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原到时域，并取其实部就可以得到信号在时域的速度和位移响应 [124]，采用 3.2.3

节所述广义逆方法，根据式（3.41）、（3.42）和（3.43）由位移响应重构角度，角

速度，角加速度响应。  

工况 2：基于图 3.2 的计算模型，采用 Newmark-β积分法计算结构上 4 个平

动自由度的加速度响应，4 个转动自由度的角度、角速度响应。然后，同工况 1

的方法由频域积分法获得速度和位移响应。对角速度响应利用向前差分的数值微

分法重构角加速度的响应，初始角速度为 0。  

获得完备的输入和输出响应信息后，假设结构的待识别参数初值，将以上数

据和结构的已知参数代入公式（3.44）构造结构参数识别方程，根据式（3.32）

运用最小二乘递推算法可求出结构物理参数的识别值，参数识别结果列入表 3.2，

图 3.3 为不考虑噪声下，工况 1 和工况 2 识别结构物理参数的收敛过程。  
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  c) 工况 2 刚度参数                      d) 工况 2 阻尼参数 

图 3.3 工况 1 与工况 2 的刚度参数与阻尼参数估计收敛过程  

比较工况 1 和工况 2 在无噪声时的结构参数识别结果，可以发现工况 1 重构

转角响应时刚度参数识别的最大误差为 13.04%；而工况 2 将转角信息作为重要信

息补充，识别得到的刚度参数最大误差为 0.06%，提高了识别的参数精度。说明

通过广义逆方法由平动响应重构出的角度、角速度和角加速度响应准确度不高，

基于最小二乘递推算法进一步进行识别的刚度参数结果也不够理想。从识别的物


