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摘 要：采用理论与实际相结合的方式，对悬臂状态下纤维增强复合薄板的固有特性进行了分析与验证。首先，基于双向梁函

数法，推导了具任意纤维角度下该类型复合薄板的最大动能和应变能，明确了利用该方法获取固有频率和模态振型的理论原理。然

后，编写了 Matlab 计算程序，并给出了分析纤维增强悬臂薄板固有特性的具体流程。最后，搭建了固有特性测试系统，并以 TC500

碳纤维/树脂复合薄板为研究对象，进行了实际测试。验证结果表明，基于双向梁函数法的纤维增强复合薄板固有频率计算结果，

与实验结果的误差在 3.7%~9.7%之内，且前 5 阶振型结果也与测试振型结果一致，进而验证了所提出的理论分析方法的正确性。（中

文摘要 200 字以内，宋体小五，单倍行距） 
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Abstract：This research combines theory with experiment to analyze and verify natural characteristics of fiber reinforced composite 

thin plate under cantilever boundary condition. Firstly, based on two-dimension beam function method, the largest kinetic energy and strain 

energy of such composite plate with arbitrary fiber angle have been deduced, and the corresponding theoretical principles to analyze natural 

frequencies and modal shapes have been clarified. Then, the Matlab calculating program has been written, and the specific analysis 

procedures of natural characteristics of fiber-reinforced thin cantilever plate are also proposed. Finally, T500 fiber/epoxy composite plate is 

taken as a study object, and its frequency and shape results are measured based on the established the test system of natural characteristics of 

such composite plate. It is found by comparison that the resulting frequencies calculated based on two-dimension beam function method can 

have a good agreement with the experimental results, and the related errors are within the range of 3.7%~9.7%. Besides, the first 5 modal 

shapes are also consistent with the measured shape results, thus the effectiveness of above method has been verified.（英文摘要新罗马小五，

单倍行距） 
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0 引言 (一级标题黑体小四) 

纤维增强复合材料比强度高、比模量高、热稳定

性好，还有一定的阻尼减振能力。目前，以 TC500、

TC800 等为代表的先进碳纤维/树脂基复合材料正在被

越来越多地应用于航空、航天、汽车工业、船舶、体

育器械与兵器工业等重要领域[1-4]，工程实际中也存在

大量通过该类型材料制成的典型复合薄板结构件，它

们通常处于悬臂约束的边界条件下，如太阳能帆板、

航空发动机风扇叶片以及大型风力机叶片等，随着它

们的结构越来越复杂、工作环境越来越苛刻，其振动

问题也越来越突出，由此引发的振动超标、磨损、疲

劳失效等故障问题也越来越突出[5-9]，因此，研究纤维

增强悬臂薄板 (FTCP, fiber-reinforced thin cantilever 

plate)的相关振动问题有着重要的工程及学术意义[10]。
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图1 文档设置 

Fig.1 Setting documents 

结构系统的固有特性通常包括固有频率和模态振

型，它们是深入研究结构系统振动特性的基础，其对

于动态设计、理论分析、故障诊断都有着重要的指导

作用[11-12]。长期以来，国内外学者在研究纤维增强复

合材料薄板的固有特性方面做了很多的工作，已经取

得了阶段性的研究成果。例如，Mohan 和 Kingsbury[13]
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推导了多种边界条件下硼纤维/树脂复合薄板结构的动

力学方程，通过 Galerkin 法求解相应的特征方程，并

获取了固有频率与振型向量。研究发现其固有频率和

振型结果在很大程度上受到弹性主轴方向的影响，对

于正交各向异性复合薄板的固有特性分析，采用传统

的各向同性分析方法无法对其进行准确预测。Nair 和

Durvasula[14]对复合材料薄板的固有特性也进行了研

究，他们在 Ritz 法中用梁特征函数表示振型，求出了

除悬臂条件以外的不同边界条件下薄板的固有频率近

似解，并研究了纤维方向对模态振型的影响，但并未

通过实验验证理论分析结论。Sivakumaran[15]也使用

Ritz法获得了T300石墨纤维增强复合薄板在自由边界

条件下的固有频率和模态振型，并将复合结构系统面

内位移和面外位移函数表示成幂级数的形式，还与有

限元结果和实验结果进行对比，该计算结果与有限元

仿真结果以及实验结果相吻合。Leissa 和 Narita[16]基于

经典层合板理论，采用 Ritz 法获得了不同铺层和不同

纤维铺设角度下，玻璃纤维、硼纤维和石墨纤维增强

复合薄板在简支边界条件下的固有频率和振型，并讨

论了材料、铺层数和纤维角度对固有特性的影响。

Qatu[17]在 Ritz 法中采用代数多项式法求解了不同边界

条件下玻璃/树脂和石墨/树脂复合薄板的固有频率和

模态振型，并研究了固有频率的变化与铺设角度的关

系，但并未与实验测试结果进行对比。杨和振[18]利用

锤击和激振器法，在不同温度条件下，对悬臂状态下

复合薄板的振动特性进行测试，并采用随机子空间法

识别方法获得了固有频率、阻尼以及振型，进而分析

了环境条件变化对上述参数的影响。漆文凯等[19]对自

由和悬臂两种边界条件下的无损伤和有开孔损伤的

T300/BMP316 复合薄板开展了试验研究，获得相应的

固有频率和振型，并分析了开孔位置、开孔大小等损

伤参数对其固有特性的影响规律，但并未从理论上给

出解释。史冬岩等[20]基于改进傅里叶级数方法(IFSM)

对石墨/环氧树脂复合薄板结构的固有特性进行了研

究，并采用 Rayleigh-Ritz 法求解其固有频率，但并未

获得悬臂状态下的计算结果。 

（若干正文问题补充说明：  

1 矩阵符号用大写黑斜体字，向量符号用黑斜体

字；矩阵转秩符号“T”用白正体字。 

2 物理量、变量、常数、函数符号、普通集符号

用白斜体字。自然数集、实数集、复数集和有

理数集分别用黑正体字符 N，R，C 和 Q 表示。

单位符号用白正体字。 

3 自然对数的底 e，圆周率 π和虚数单位 i（或 j）

均用白正体字。 

4 下标如果是变动的量或表示坐标方向，用白斜

体。如 Xi，i=1,2,3，这里，i 是变动的量；或 Fx ；

这里，x 表示坐标。下标如果是表示某种特定含

义的单词的字头，则用白正体。 

5 微分符号“d”用白正体字。） 

虽然人们已经对纤维增强复合薄板的固有特性进

行了深入研究，但上述研究工作绝大部分针对理想的

边界条件，在悬臂状态下通过理论结合实际的方法对

其固有特性进行研究的较少。且绝大多数文献得出的

频率结果多为无量纲频率值，其并未得到实验数据验

证。为此，有必要继续研究悬臂边界下该类型复合材

料结构的固有特性问题。 

本文采用理论与实际相结合的方式，对悬臂状态

下纤维增强复合薄板的固有特性进行了分析与验证。

首先，基于双向梁函数法，推导了具任意纤维角度下

该类型复合薄板的最大动能和应变能，明确了利用该

方法获取固有频率和模态振型的理论原理。然后，编

写了Matlab计算程序，并给出了分析纤维增强悬臂薄

板固有特性的具体流程。最后，搭建了固有特性测试

系统，并以TC500碳纤维/树脂复合薄板为研究对象，

进行了实际测试。验证结果表明，基于双向梁函数法

的纤维增强复合薄板固有频率计算结果，与实验结果

的误差在3.7%~9.7%之内，且前5阶振型结果也与测试

振型结果一致，进而验证了所提出的理论分析方法的

正确性。 

1 基于双向梁函数法的纤维增强悬臂薄板固有

特性分析 (一级标题黑体小四) 

1.1 理论建模 (二级标题黑体五号) 

所研究的纤维增强悬臂薄板是由 n 层具有正交各

向异性特点的纤维和基体材料组合而成的，如图1所

示。首先，将其中面作为参考平面，并建立 xoy 坐标

系。纤维方向与整体坐标系 x 轴方向的夹角为 ，板长

为 a ，板宽为 b，板厚为 h ，每一层位于 z 坐标轴较低

表面 1kh  和较高表面 kh 之间，每层的厚度均相同。图中

的1代表纤维纵向，2代表纤维横向，3代表垂直于1-2

平面的方向。假设纤维增强悬臂薄板平行纤维方向的

弹性模量为 1E ，垂直纤维方向的弹性模量为 2E ，1-2

平面内的剪切弹性模量为 12G ，1方向作用应力引起1、

2方向应变的泊松比为 21 ，2方向作用应力引起1、2方

向应变的泊松比为 21 。 
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图1 纤维增强悬臂薄板的理论模型 (图和表宋体小五) 

Fig.1 Theoretical model of FTCP  (图和表英译新罗马小五) 

（1 图和表必须附有图题和表题，并要求有英译； 

2 图的横纵坐标线必须等分，必须标注单位符号，量符号与单



位符号之间用“（）”隔开； 

3 图中文字中文为宋体小五，数字英文为新罗马小五） 

由于纤维增强复合薄板多为对称层合结构，其拉

伸与弯曲之间不存在耦合关系，因此面内位移和面外

位移是解耦的，根据经典层合板理论，将位移场写为

如下形式 
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0
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（1.公式部分居中，字号与正文五号字大小接近； 

2.公式编号需靠右对齐） 

式中， , ,u v w 代表板内任意一点的位移；
0 0 0, ,u v w 代表

板中面位移； h 为复合薄板的厚度； t 表示时间。 

由于本文分析的是对称层合板，面内振动和横向

振动不存在耦合，因此我们只需考虑薄板的横向振动，

即忽略中面位移 0u 和 0v 。根据经典层合板理论的假设

可知，正应变 z 和剪应变 yz 、 xz 都为 0 ，即

z = yz = xz =0，由应变和位移的关系，板内任意一点

的应变可以表示为 
2
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对于正交各向异性材料，材料主轴方向的应力-应

变关系为 
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式中， 
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当材料主轴方向与整体坐标系之间有一定夹角

时，用应力-应变转轴公式计算得到第 k 层板在整体坐

标系下的应力-应变关系如下 
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式中， 
4 2 2 4
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式中， k 表示复合薄板的第 k 层， k 表示第 k 层板的

纤维方向与整体坐标系 x 轴的夹角。 

薄板弯曲振动的动能和应变能可以分别用公式(7)

和(8)表示 
2
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同时，将上面得出的位移公式(1)，应变公式(2)以

及应力公式(5)代入动能公式(7)和应变能公式(8)中，可

以得到用中面位移
0w 表示的复合薄板的动能和应变能 

2
/2

0

/2

1
d d

2

h

A h

w
E A z

t




 
  

 
          (9) 

2
2 2 2

/2
2 0 0 0

11 122 2 2/2

1
2

2

h

A h

w w w
U z Q Q

x x y

    
   

   
 

 

2
2 2 2

0 0 0

16 222 2
4

w w w
Q Q

x yx y

   
   

   
 

2
2 2 2

0 0 0

26 662
4 4 d d

w w w
Q Q A z

x y x yy

    
   

      

(10) 

1.2 基于双向梁函数法的固有特性求解 

由于双向梁函数法可以较为精确的表示复合薄板

的挠度振型，而且在选取有限项数的情况下即可达到

足够的精度。因此，采用双向梁函数法来分析获取其

固有频率和模态振型，首先将中面位移表示成如下形

式 

   0 , , , ei tw x y t W x y         (11) 

式中，  ,W x y 为振型函数。
 基于双向梁函数法，可将复合薄板的挠度振型函

数假设成为 

     
1 1

,
M N

mn mn m n

m n

W x y a X x Y y
 

      (12) 

式中，m ，n 分别表示振型沿 x，y 方向的半波数， mna

为待定系数。M，N分别为m ， n 所取得的最大值。 

针对图1所建立的纤维增强悬臂薄板的理论模型，

沿x方向可以用固定-自由梁函数  mX x 来表示其第m

阶振型函数，  mX x 的具体表达式为 

  cosh cos

sinh sin

m m

m

m m

m

x x
X x

a a

x x

a a

 

 


   
    

   

    
     

    

    (13) 



式中， 

1 1.875  ，
2 4.694  ， 

3 7.854  ，  
2 1

4
2

m

m
m 


   

1 0.7341  ，
2 1.0185  ，

3 0.9992  ，

   

   
 

cosh cos
4

sinh sin

m m

m

m m

m
 


 


 


 

类似地，沿y方向可以用自由-自由梁函数  nY y 来

表示其第 n阶振型函数，  nY y 的具体表达式为 

 1 1Y y  ，  2 1 2 /Y y y b  ， 

 

 

cosh cos

sinh sin 2

n n

n

n n

n

y y
Y y

b b

y y
n

b b

 

 


   
    

   

    
      

    

(14) 

式中， 

3 4.730  ，  
2 3

4
2

n

n
n 


   

3 0.9825  ,
   

   
 

cosh cos
4

sinh sin

n n

n

n n

n
 


 


 


 

将公式(11)代入方程(9)和(10)中，得到用待定参数

mnc 表示的应变能和动能表达式，忽略谐波分量的影

响，可以得到最大应变能
maxU 和最大动能

maxE 的表达

式 
2

/2
2

/2
1 1

max 1
d d

2

M Nh

mn m n
A h

m n

E a X Y A z


 

 
  

 
   (15) 

2
2

/2
2

11 2/2
1 1

max 1 d

2 d

M Nh
m

mn n
A h

m n

X
U z Q a Y

x
 

  
   

 
   

2 2

12 2 2
1 1 1 1

d d
2

d d

M N M N
m n

mn n mn m

m n m n

X Y
Q a Y a X

x y   

  
   

  
   

2

16 2
1 1 1 1

d d d
4

d d d

M N M N
m m n

mn n mn

m n m n

X X Y
Q a Y a

x x y   

  
   

  
    (16) 

2

26 2
1 1 1 1

d d d
4

d d d

M N M N
n m n

mn m mn

m n m n

Y X Y
Q a X a

y x y   

  
   

  
   

2 22

22 662
1 1 1 1

d d d
4 d d

d d d

M N M N
n m n

mn m mn

m n m n

Y X Y
Q a X Q a A z

y x y   

    
     

   
 

 

然后，根据 Ritz 法，将能量函数 L 表示成如下形式 
max maxL E U             (17) 

求解纤维增强复合薄板的固有特性问题，即是求

解使 L有最小值的所有待定参数，即有下式 

0
mn

L

a





， 1,2,...,m M ， 1,2,...,n N  (18) 

将公式(17)代入最小化条件(18)中，我们可以得到

下列特征值问题 

 2 0 K M a           (19) 

式中，K 和 M 分别为结构系统的对称刚度矩阵和对称

质量矩阵，特征向量 T

11 12( , , )mna a aa 。 

此时， K 和 M 中的元素是所有待定参数 mna 的系

数。为保证方程(19)有解，需要系数矩阵的行列式为0，

即 
2det( ) 0 K M            (20) 

这样就可以通过双向梁函数法，分析获取纤维增

强悬臂薄板在任意纤维角度下的固有频率。在公式(11)

中，振型半波数m n、 对应的M，N取值越大，则固有

频率计算结果就越精确，通常取 =8M N= 即可达到足

够的精度[21]。 

最后，将计算获得的某阶固有频率对应的特征向

量以及所建立的薄板线框模型的各个节点坐标带回振

型函数  ,W x y 中，即可获得复合薄板结构的某阶模态

振型。重复上述步骤，就可依次获得所关注的全部振

型。 

2 纤维增强悬臂薄板固有特性分析流程 

本文第1部分明确了基于双向梁函数法分析获取

纤维增强悬臂薄板固有频率和模态振型的理论原理，

本节利用Matlab软件，编写了相应的计算程序，并提

出了分析获取纤维增强悬臂薄板固有特性的具有流

程，如图2所示，可分为如下几个步骤： 

(1) 输入复合薄板的几何参数和材料参数 

首先，需要给出纤维增强悬臂薄板的长度、宽度、

厚度及每层纤维角度等几何参数，然后，输入纤维纵

向和纤维横向的弹性模量、剪切模量、泊松比和密度

等材料参数，为后续动能和应变能的计算做好准备。 

输入参数a、b、h、θ、E1、
E2、G12、ν12、ρ 

输入参数a、b、h、θ、E1、
E2、G12、ν12、ρ 

将位移表达式(1)代入动

能表达式(7)中，得到用

中面位移w0表示的动能

的一般表达式

将位移表达式(1)代入动

能表达式(7)中，得到用

中面位移w0表示的动能

的一般表达式

基于双向梁函数法表示
振型函数，忽略谐波分
量的影响，即得到最大

动能的表达式 Em

基于双向梁函数法表示
振型函数，忽略谐波分
量的影响，即得到最大

动能的表达式 EmmaxE

将应力、应变表达式代入

公式(8)中，得到每一铺层

用w0表示的应变能，将每
一铺层的应变能进行叠

加，得到总应变能

将应力、应变表达式代入

公式(8)中，得到每一铺层

用w0表示的应变能，将每
一铺层的应变能进行叠

加，得到总应变能

基于双向梁函数法表示振
型函数，忽略谐波分量的
影响，得到最大应变能的

表达式Uma

基于双向梁函数法表示振
型函数，忽略谐波分量的
影响，得到最大应变能的

表达式Uma

将         ，       代入式(17)中，得到

能量函数     的表达式，并将LLL对
所有待定参数求偏导，得到板自

由振动的特征方程

将         ，       代入式(17)中，得到

能量函数     的表达式，并将LLL对
所有待定参数求偏导，得到板自

由振动的特征方程

求解该特征值问题，即得到纤维增

强型复合材料薄板的固有频率

求解该特征值问题，即得到纤维增

强型复合材料薄板的固有频率

maxU

maxE
maxU

L L

将某阶固有频率对应的特征向量以
及薄板线框模型的各个节点坐标带
回振型函数中，即可获得所关注的

全部振型

将某阶固有频率对应的特征向量以
及薄板线框模型的各个节点坐标带
回振型函数中，即可获得所关注的

全部振型

 



图2 纤维增强悬臂薄板固有特性的分析流程 

Fig. 2 Theoretical analysis procedure of natural characteristics of 

FTCP 

(5) 建立线框模型并求解模态振型 

首先，根据纤维增强悬臂薄板结构尺寸，利用

Matlab绘制出线框模型。然后将计算获得的某阶固有

频率对应的特征向量带回到振型函数  ,W x y 中，得到

该阶的模态振型函数。最后将绘制出的线框模型的各

个节点坐标代入振型函数  ,W x y 中，即可获得薄板该

阶的模态振型。重复上述步骤，则可依次获得各阶模

态振型。 

3  实验验证 

由于TC500碳纤维/树脂复合材料在工程实际中比

较常用，为了验证本文提出的理论分析方法的正确性，

将该类型复合材料制作成长、宽、厚尺寸分别为260×

230×2.36的矩形薄板，并通过夹具对其一边进行夹紧，

夹持长度为30mm, 则最终在悬臂边界条件下测试时，

该类型复合薄板的尺寸为 230mm 230mm 2.36mm  。

另外，该类型复合薄板为对称正交铺设，即

5 5[(0 / 90 ) / 0 / (90 / 0 ) ]    
，共有21层，每个铺层具有相同

的厚度和纤维体积分数。纤维纵向弹性模量

1 136GPaE  ，纤维横向弹性模量 2 7.92GPaE  ，剪切模量

12 3.39GPaG  ，泊松比 12 0.32  ，质量为251g，密度
31780kg / m  。 
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复合薄板激振系统
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基于labVIEW
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图 3 纤维增强悬臂薄板固有特性测试系统 

Fig 3 Test system of natural characteristics of FTCP 

图3和图4分别给出了所搭建的纤维增强悬臂薄板

固有特性测试系统图和现场测试图。主要由复合薄板

激振系统、激光扫描测振系统以及LMS采集仪等组成，

具体型号为：①LMS SCADAS 16通道便携式数据采集

仪；②联能JZK-100激振器(最大正弦激振力1000N)和

YE5878型功率放大器(额定输出功率1200w，输出电压

40vrms)；③Polytec PDV-100激光测振仪(测试频率范围

0-22KHz，最小速度分辨率0.05μm/s)；④自行设计开

发的激振工作台，其台面上安装有BK4508B加速度传

感器(灵敏度为10mv/m/s2)；⑤基于labVIEW控制软件

的二维激光扫描装置。 

夹具

45°反光镜

激振工作

台台面

透明玻璃

复合薄板

性能测试柜

激光测振仪

二维激光
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图 4 纤维增强悬臂薄板固有特性测试现场 

Fig 4 The real picture of natural characteristics measurement of FTCP 

实验时，首先通过LMS采集仪发出正弦扫频激励

信号，并通过激振系统对复合薄板进行振动激励，然

后通过labVIEW控制软件，调整二维激光扫描装置中

激光点的具体位置，并通过LMS采集仪对激光测振仪

获得的响应信号进行实时采集。以测试前两阶固有频

率为例，图5给出了通过扫频测试方法，在20Hz到

100Hz扫描范围内获得的包含第1阶和第2阶固有频率

的频域响应曲线，通过辨识其峰值，则可精确地获得

固有频率结果，表1则还出了通过该方法获得的前5阶

固有频率值。最后，在上述固有频率处，利用复合薄

板激振系统激发其达到共振状态，并通过二维激光扫

描装置来获得每一阶模态振型，振型测试结果也一并

列入表1中。同时，为了便于比较，将通过Matlab计算

程序获得的纤维增强悬臂薄板的固有频率和振型结果

也列入表1中，并对其误差进行了详细分析。 
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图 5 通过扫频测试获得的包含第 1、2 阶固有频率的频域曲线 

Fig 5 The frequency response curves containing the 1st and 2nd 

natural frequency obtained by frequency sweep test 

 

表1 理论分析和实验测试获得的纤维增强悬臂薄板前5阶固有

频率和模态振形(图和表宋体小五) 



Table 1 The first 5 natural frequencies and modal shapes of FRCP 

obtained by theoretical analysis and experimental test(图和表英译

新罗马小五，表采用三线表形式，表中文字中文为宋体小五，

数字英文为新罗马小五） 

模态阶次 1 2 3 4 5 

测试频率
A(Hz) 

44.5 57.5 220.4 286.9 346.6 

计算频率
B(Hz) 

48.8 61.5 212.3 305.7 321.6 

误差
(%)

B - A / A  
9.7 7.0 3.7 6.6 7.2 

测试 

振形      

计算 

振形      

通过与实验结果进行对比验证可知，基于双向梁

函数法的纤维增强悬臂薄板固有频率计算结果，与实

验结果的误差在3.7%~9.7%之间，处于误差允许的范围

内，且前5阶振型结果也与测试振型结果一致，进而验

证了理论分析方法的正确性，利用本文所提出计算方

法可以较好地实现悬臂边界下该类型复合薄板固有频

率的分析与预测。 

4  结论 

本文采用理论与实际相结合的方式，对纤维增强

悬臂薄板的固有频率和模态振型进行了分析与验证，

具体工作包括： 

(1) 基于双向梁函数法，推导了任意纤维角度下该

类型复合薄板的最大动能和应变能，明确了利用该方

法获取纤维增强悬臂薄板固有频率和模态振型的理论

原理。 

(2) 编写了Matlab计算程序，并给出了分析纤维增

强悬臂薄板固有特性的具体流程。主要包括输入复合

薄板的几何参数和材料参数、基于双向梁函数法获得

动能和最大动能、获得应变能和最大应变能、根据Ritz

法求解固有频率、建立线框模型并求解模态振型等5个

关键步骤。 

(3) 搭建了纤维增强悬臂薄板固有特性测试系统，

并以TC500碳纤维/树脂复合薄板为研究对象进行了实

际测试，通过实验验证了该理论分析方法的正确性，

但需要说明的是，本文并未在悬臂以外的边界下验证

上述分析方法的正确性。 
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