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基于贝叶斯统计推断的框架结构损伤诊断研究 

易伟建，
*
周  云，李  浩 

(湖南大学土木工程学院，长沙 410082) 

摘  要：介绍了贝叶斯统计的基本理论，针对贝叶斯方程中分母由于维数较大难以积分的困难，引进了基于马尔

可夫链的蒙特卡罗模拟方法，利用先验概率产生多维空间样本，得到的后验分布能诊断结构的损伤。在实验室的

地基上进行了框架结构局部加强柱的损伤前后的模态实验，得到损伤前后的模态参数。利用非损伤状态下的模态

参数经过贝叶斯估计得到后验分布的均值，作为第一步模型修正过程；第二步过程采用前次后验分布的均值先修

正模型，再重新计算后验分布。利用第二步得到的均值能有效地识别损伤的位置。识别结果还发现地基对识别的

结果有较大的影响。 
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DAMAGE ASSESSMENT RESEARCH ON FRAME STRUCTURE BASED ON 
BAYESIAN STATISTICAL INFERENCE 

YI Wei-jian , *ZHOU Yun , LI Hao 
(College of Civil Engineering, Hunan University, Changsha 410082, China) 

Abstract:  Basic theory of Bayesian statistics is introduced in this paper, in order to solve the difficulties of the 
denominator hardly in integral due to the larger dimensions, the method of Markov chain’s Monte Carlo (MCMC) 
simulation is introduced, the samples in multi-dimension space are produced by prior probability, the damage in 
structures can be deduced by posterior distribution. The modal experiments were done on a frame structure by 
enhancing the local column on soil foundation in the laboratory before damage and after damage, the modal 
parameters were obtained. The modal parameters in non-damage status are used to obtain the mean value of 
posterior distribution by Bayesian inference, and it is used as the first step of model updating. In the second step, 
the mean value of the former distribution has been used to update the model, and then the posterior distribution is 
recalculated. The mean value obtained in step two can identify the location of the damage. The identification 
results also show that the foundation has important influence on the identification results. 
Key words:  frame structure; model updating; damage assessment; Bayesian estimation; Markov chain’s Monte Carlo 

simulation (MCMC)     
结构的损伤导致结构动力特性的变化，在结构

损伤前后分别测试得到结构模态值，利用确定性的

损伤指标方法能有效地识别结构的损伤。然而，实

际工程中存在着许多不确定性因素，例如温度变

化、力振幅的变化、动力测试噪声、模型误差等

等。所有这些因素构成了动力损伤中不确定性，

如何利用不确定性的方法来识别损伤是学者们关

心的问题。 
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贝叶斯理论是与经典概率理论并列的数理统

计理论，贝叶斯方法将样本信息和其它确切的先验

信息结合起来，得到后验信息。贝叶斯学派认为先

验分布反映了试验前对总体参数分布的认识，在获

得样本信息后，人们对这个认识有了改变，其结果

反映在后验分布中。 
国内外学者利用贝叶斯方法进行了结构健康

监控和损伤诊断研究。其中最出色的为 Beck 教授。

他于 1998 年提出了基于贝叶斯模型修正及统计推

断的基本框架[1―2]。1999 年他提出了基于贝叶斯理

论的在线健康监控方法[3]。2002 年提出了一种基于

Metropolis-Hastin 算法的自适应的 Markov Chain 
Monte Carlo (MCMC)方法，并用两自由度模型进行

了验证[4]。2004 年，针对 IASC-ASCE 的 Phase I 
Benchmark 框架模型研究，提出了利用贝叶斯系统

识别来修正结构的模型参数的两步法[5]。针对 Phase 
II Benchmark 模型，利用损伤前后的数据进行了两

步法识别，并利用 Expectation-Maximization 算法进

行了参数最大概率识别[6]。 
Los Alamos 实验室的 Sohn[7]于 1997 年提出了

贝叶斯概率方法来诊断最可能损伤位置和损伤量，

应用了分支跳跃搜索方法识别最可能的损伤情况。

2000 年，Sohn[8]利用提出的贝叶斯方法进行了实验

室混凝土柱的拟动力试验中塑性铰的预测定位。国

内，易伟建[9―10]、瞿伟廉[11]等利用贝叶斯方法进行

基于应变模态的损伤诊断研究。 
本文先分析贝叶斯基本原理，然后介绍了马尔

可夫链以及 MCMC 中关键步骤 Metropolis 准则，

基于结构损伤诊断问题，提出了进行基于贝叶斯损

伤诊断的基本方法以及编制 MCMC 程序的关键步

骤、原理和流程。最后，结合本文框架结构的局部

加强的损伤情况，利用基于贝叶斯理论的 MCMC
方法进行了实际结构损伤诊断研究，诊断结果能有

效表明损伤的位置。 

1  贝叶斯理论及 MCMC 方法 

贝叶斯后验概率表达式为： 
( , ) ( | ) ( )( | )

( ) ( | ) ( )d
h x p xx
m x p x

Θ

θ θ π θπ θ
θ π θ θ

= =
∫

    (1) 

式中： ( | )p x θ 为给定θ 的条件分布； ( )π θ 为θ 的

先验分布； ( )m θ 与θ 无关，起一个正则化因子的作

用，一般情况下，式(1)难以用解析表达式表达，对

式(1)后验概率计算宜用 MCMC 方法进行。 

1.1  马尔可夫过程 
在式(1)中， ( )h x 与样本观测值 x有关，一般的

蒙特卡罗模拟难以有效计算，MCMC 方法通过在蒙

特卡罗模拟中引进 Metropolis 准则，将模拟过程看

作一个马尔可夫过程，模拟采样最终收敛于式(1)
所定义的概率分布，定义[12]： 

1( , ) ( ) ( | )r t j t iP i j P i j P X s X s+= → = = =   (2) 

为随机变量 x的状态转移概率，它只取决于随

机变量取值的当前状态，而与过程无关。以此转移

概率定义的随机变量 x 将最终达到一个静态分布

π ，而与 x的初始状态无关，满足 Pπ π= ，此时将

存在局部平衡： 
*( ) ( )j kP j k P k jπ π∗→ = →        (3) 

它是π 存在的充分条件。 
1.2  Metropolis 准则 

假定在分布 ( )p θ 中采样， ( ) ( ) /p f Kθ θ= ，其

中 K 常数为未知并难以积分，对应于式(1)中的分子

和分母。以下 Metropolis 算法将产生由式(1)定义分

布的随机序列[12―14]： 
1) 开始利用初始值 0θ 满足 0( ) 0f θ > 。 
2) 利用当前的 tθ 值，从一系列的跳跃分布

1( , )t tq θ θ + 中采样候选解 *
1tθ + ， 1( , )t tq θ θ + 是指在给定

tθ 下得到 1tθ + 的概率。这一分布通常称为候选产生

分布。 
3) 根据候选点 *

1tθ + ，计算密度比α ： 
* *

1 1( ) ( )
( ) ( )

t t

t t

p f
p f
θ θα
θ θ

+ += =           (4) 

由于计算密度比，在式(1)中分母就被约去。 
4) 如果新产生的数使密度比变大( 1α > )，则接

受候选点(设置 *
1t tθ θ += )并返回步骤 2)。如果新产生

的数减小了密度比( 1α < )，则以概率α 接收参予

点。否则拒绝它并返回步骤 2)。 
以上的采样过程实质就是一个马尔可夫过程，

总结 Metropolis 采样为先计算式(5)： 
*

1( )min ,1
( )

t

t

f
f
θα
θ

+⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
           (5) 

然后以概率α 接受参予点。这产生了一条马尔可夫

链 0 1( , , , )kθ θ θ" " ，因为其从 tθ 到 1tθ + 的转移概率

依靠 tθ 而不是 0 1( , )tθ θ −" ，在 k 步 Burn 周期以后，

去除开始值对于收敛值的影响，该马尔可夫链能达

到稳态分布。Metropolis 采样过程中的转移概率满

足局部平衡条件，因此算法将最终收敛于静态   
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分布。 

2  基于贝叶斯理论的损伤诊断方法 

根据有限元理论，一般的参数化的单元刚度矩

阵可以写为： 

0( )
N

i i
i

K K K
θ

θ θ= +∑            (6) 

iK 是单元刚度矩阵对于整体刚度矩阵的贡献。

θ 是无量纲的参数，表示子结构对于总体刚度矩阵

的贡献，当θ 值小于 1 时，则可以判定结构损伤，

θ 的值恒大于 0。当模态实验重复 sN 次时，总的 sN
组模态数据可以表示为： 

ˆ ˆ{ ( ) : 1, , }
sN sn n Nψ ψ= = "         (7) 

其中第 n 组模态数据包括： 
T T T

1 2 1 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) [ , , , , , , , ]

m m

n n n n n n
N Nnψ ω ω ω φ φ φ= " "    (8) 

其中 mN 表示在数据组中总的组成分量。 

2.1  条件概率 
由于结构的模态各不相关，且测量相互独立，

其联合概率密度函数为： 

1
( | ) ( | )

mN

r
r

p x pθ ψ θ
=

= ∏           (9) 

结构模态测试中，结构的频率和模态振型是相

互独立的，因此由式(9)可得到下式: 

1

ˆˆ( | ) ( | ) ( | )
mN

r r
r

p x p pθ ω θ φ θ
=

= ∏       (10) 

其中： ˆrω 为测试模态中的频率部分； r̂φ 为测试模

态中的模态振型部分。 ˆ( )rp ω θ 以及 ˆ( | )rp φ θ 为当

给定结构的模型参数时结构第 r 阶模态频率和模

态振型的分布。模态振型的条件概率密度分布可

设计为[7]： 

1
ˆ ˆ( | ) exp( ( , ))r rp k Jφ θ φ θ= −       (11) 

其中，
1

2 2
1 (2 ) || ||

sN

k Cφ
− −

= π 。 
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1
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1
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J MAC MACφ θ
=
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T 2

T T

( )
( )( )

aj ej
j

aj aj ej ej

MAC
φ φ

φ φ φ φ
=                (14) 

iσ 为振型方差， ajφ 为理论模态振型， ejφ 为测

试模态振型。另外模态特征值的条件概率可以表 

示为： 
2ˆ ˆ( | ) exp( ( , ))r rp k Jω θ ω θ= −       (15) 

其中，
1

2 2
2 (2 ) || ||

sN

k Cω
− −

= π ，Cω 为频率的协方差

矩阵。其中： 
2ˆ ( ) ( )ˆ( , )

ˆ ( )r
n nJ

n
ω ωω θ

ω
⎛ ⎞−= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (16) 

2.2  先验概率 
试验的结构物理参数的信息反应在先验概率

分布函数上，结构的先验概率主要来源于经验和历

史资料，先验分布可以表示为任何形式的分布类

型，我们以先验分布服从 Normal 分布为例，结构

物理参数的先验信息可以表示为： 
3( ) exp( ( ))k Jπ θ θ= −          (17) 

先验分布可以选择均值为 0θ ，协方差矩阵为

θC 的联合高斯分布： 
1

T 12 2
0 0

1( ) (2 ) | | exp ( ) ( )
2

N

C
θ

θ θπ θ θ θ θ θ
− − −⎛ ⎞= π − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
C  

(18) 
其中 θC 为各参数方差构成的对角矩阵。 

3  MCMC 的程序实现 

由于以上分析得到的基于贝叶斯理论的后验

概率复杂，并且与实验测试得到的结果有关，用一

般的概率求解方法难以解答，因此需利用 MCMC
方法。基于 MCMC 的原理和基于贝叶斯理论的损

伤诊断方法，本文编制了基于 MCMC 的结构损伤

诊断程序，流程图如图 1 所示。 
该程序主要包括两部分：第一部分为流程图中

步骤 1－步骤 6，该部分是利用先验分布产生随机

数并利用 Metropolis 准则进行样本选择，从初始状

态开始，开始值高度依赖于初始值，当序列长度增

加后，经过各态历经过程，达到稳态平衡，其后过

程与初始值无关，其中 Burn 阶段为去除初始值影

响，Sample 阶段为正式采样；第二部分为流程图中

步骤 7―步骤 14，其核心思想是充分利用前次的采

样结果产生候选样本，以减小样本拒绝概率，其中

包括定义概率取值窗口，计算概率密度核函数值，

计算选择概率，根据样本协方差产生新样本等步

骤，其中 Burn 阶段为减少样本相关性，Sample 阶

段为正式采样。经过设定 Schedule 的多次循环，得

到的样本值能最终收敛到目标值，经过频率直方图

法和经过统计假设检验就能判定后验分布。 
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图 1  MCMC 计算方法流程图 

Fig.1  Flow chart of calculating method of MCMC 

在第二步中，利用窗函数的思想[15]，为达到减

小拒绝概率的目的，利用前次生成样本构造新的候

选生成概率密度函数，考虑概率累积函数为[0,1]区
间，利用[0,1]区间随机数求取候选生成概率累积函数

的反函数即可生成样本，主要包括以下几个步骤：1) 
由窗函数计算各样本的概率，即“权重”；2) 由各

样本及其概率权重构造候选生成概率累积函数；3) 
由随机数选择前次样本，以样本值为中心，保持方

差不变，以正态分布生成新样本。 

4  框架结构损伤诊断研究 

4.1  框架结构模型及实验 
4 层 1 跨 2 开间钢筋混凝土框架结构模型，模

型的比例为 1∶3。框架结构的总体尺寸为 L×B×H= 
2.8m×1.8m×4.333m(如图 2)。原型框架按抗震设计

规范设计，底层层高为 1.333m，2 层―4 层层高为

1m。框架模型的基础为 L×B×H=0.6m×0.6m×0.06m
的柱下独立板式埋置基础。柱尺寸为 133mm× 
133mm，楼板厚度为 30mm。框架模型的梁、柱、

板的受力钢筋为 I 级，设计混凝土强度为 C25。关

于模型及其它信息见文献[16]。 
框架第二层柱位置处，利用高强砂浆和红砖砌

筑 120mm×115mm×933mm 的砖块，对第二层中间

柱位置局部加厚，加强部分与上层框架梁顶紧，在

如图 3 所示。在填充墙体方向，进行脉冲锤击法模

态测试，脉冲锤击力大小为 500N，得到整体平动

频率和振型信息，实验共进行 5 次，比较测量前后

平均的振型测试结果如图 4 所示。由测试结果可以

看出，除了第 4 阶振型有明显地改变外，其它 3 阶

的变化不明显。损伤前后的模态频率及阻尼比的平

均测试值如表 1 所示。根据模态测试信息，难以利

用确定性问题的损伤诊断方法来进行识别研究。 

 

图 2  混凝土框架模型及平面图 
Fig.2  Model of frame structure and plane schematics 

 

图 3  损伤制造示意图 
Fig.3  Schematic diagram of producing the damage 
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图 4  损伤前后四阶振型图 

Fig.4  Four modal shapes before and after damage 
表 1  损伤前后频率阻尼比 

Table 1  Frequencies and damping ratios before and  
after damage 

损伤前 损伤后 
阶数 项目 

频率/Hz 阻尼比/(%) 频率/Hz 阻尼比/(%)

平均值 7.65 2.25 7.65 1.81 
第一阶 

标准差 0.006 0.049 0.013 0.003 
平均值 25.21 2.41 25.12 2.82 

第二阶 
标准差 0.001 0.086 0.027 0.001 
平均值 50.13 0.91 50.97 1.11 

第三阶 
标准差 0.002 0.012 0.041 0.002 
平均值 76.05 1.38 77.63 1.28 

第四阶 
标准差 0.0577 0.034 0.099 0.001 

      

建立平面框架计算模型如图 5 所示，将结构划

分为 12 个构件，共有 10 个节点，20 个自由度，每

根梁柱简化为一根杆件，实际框架为空间模型，将

三榀框架简化为一榀。结构共分 4 次浇筑，每层混

凝土的强度对应待识别结构参数弹性模量为 1E ，

2E ， 3E ， 4E ，地基结构采用地基阻抗函数模型，

平动阻抗、摇摆阻抗、平动摇摆耦合阻抗由地基动

剪切模量 dG 确定，因此将 dG 设为地基待识别参

数。相关信息见文[16]。利用 1θ 、 2θ 、 3θ 、 4θ 表示

识别得到的弹性模量与测试得到的弹性模量的比

值，利用 5θ 表示识别得到的地基动剪切模量与测试

得到的地基动剪切模量的比值。当这些值为 1 时，

表示测试值与识别值符合良好。 
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图 5  计算模型示意图 

Fig.5  Schematic diagram of calculating model 

利用 MCMC 方法来进行损伤诊断研究，由先

验分布产生 1θ 、 2θ 、 3θ 、 4θ 、 5θ 的样本值，由基

于贝叶斯理论的损伤诊断方法计算式(1)中的分子

项，经过 Metropolis 准则计算，得到样本接受或拒

绝的概率，通过设置不同的 Schedule 进程，使计算

得到样本值逐渐向目标值收敛，当样本的方差值达

到一定程度，停止搜索过程。将各 Schedule 进程的

样本值累加起来，经过假设检验可以得到后验概

率，然而通常后验样本的分布形式复杂，难以利用

经典分布来描述。经研究发现，在最后的 Schedule
中样本值反应了后验分布的最大似然概率点，能有

效地被利用来进行损伤诊断，以下计算分析过程将

按照这一思路进行。 

考虑到测试结果受噪声的影响较大，采取两步

进行：第一步，利用完好状态下结构的模态测试信

息进行基于 MCMC 的贝叶斯估计，这样能得到带

识别参数的最后 Schedule 过程的后验分布，得到最

大似然概率点的均值和方差；第二步，将各待识别

物理参数的均值带入计算模型中作为已知值进行

模型修正，再利用损伤状态下的结构模态测试信息

进行贝叶斯损伤诊断，得到新的待识别参数的最

后 Schedule 的后验分布。该方法可以用来进行损

伤判别。 
4.2  第一步 

利用频率和振型的组合信息作为最后 Schedule
中贝叶斯公式中的条件概率。依据对于实验测试物

理参数的相信程度，假设 1θ 、 2θ 、 3θ 、 4θ 为满足

服从 Normal 的先验分布(也可用其它分布类型)， 
满足： 

(1.0,0.1)i Nθ ∼ ,  i=1,2,3,4        (26) 

地基模量的离散性较大，因此采用： 
5 (1.0,0.2)Nθ ∼             (27) 

任意设置 5 个参数的初始参数为 1.3、0.8、0.7、
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0.9、1.3，启动马尔可夫链时以先验概率生成候选

样本，去除前 100 个数以去除初值的影响，其后过

程用窗函数法以前部分产生的样本值的核概率密

度函数为候选样本生成新的样本值，程序运行到 14
次 Schedule 过程。  

运行过程中各 Schedule 进程的样本群如图 6 和

图 7 所示，图中各分图分别表示 Schedule 为 1、8、
14 时的样本值。最后得到样本值的收敛于一个小区

域内，根据 Schedule=14 样本值画出柱方图如图 8
所示。得到 Schedule=14 时样本值得到均值和方差

如表 2 所示。 

 
图 6  第一步不同 Schedule 中的 θ1, θ2, θ3的数值 

Fig.6  θ1, θ2, θ3 value in different Schedule in step one 

 
图 7  第一步不同 Schedule 中的 θ1, θ4, θ5的数值 

Fig.7  θ1, θ4, θ5 value in different Schedule in step one 

 

 

图 8  第一步 Schedule=14 时 θ1, θ2, θ3, θ4, θ5的后验柱方图 
Fig.8  Posterior histograms of θ1, θ2, θ3, θ4, θ5 when schedule=14 in step one  
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表 2  第一步中根据后验柱方图得到的均值和方差 
Table 2  Mean and variance value according to posterior 

histograms in step one 
参数 1θ  2θ  3θ  4θ  5θ  

µ  1.0612  1.0525 0.9349 0.9701 1.4689 
σ   0.0037 0.0062 0.0030 0.0060 0.0049 

4.3  第二步  
将损伤前后两次实验看作两次独立的计算过

程，将第一步进行 MCMC 计算得到的 1θ 、 2θ 、 3θ 、

4θ 、 5θ 的均值作为模型修正的修正值，代入计算模

型中，这样完成了模型修正。在完成第一步后， 1θ ―

5θ 的含义是实验得到的物理参数值和用完好状态

下模态值识别得到的物理参数值之差，其值表现的

是测量误差和模型误差之和。在完成第二步计算后

1θ ― 5θ 的含义就变为基于已修正模型的损伤诊断，

因此，这些参数均可以用 1 做为标准判断，大于 1
表示刚度提高，小于 1 表示刚度降低。 

因此在第二步中，将第一步产生的均值代入计

算模型中，在第一步的基础上减小方差，然后选择

(1.0,0.05)i Nθ ∼ ，地基模量的离散性较大，采用

5 (1.0,0.1)Nθ ∼ ，初始参数分别选为 1.1、0.9、0.9、

0.9、1.1，程序运行 15 次 Schedule 过程。运行过程

中各 Schedule 进程的样本群如图 9 和图 10 所示，

图 9 和图 10 中各分图分别表示 Schedule 为 1、8、
15 时的样本值。得到 1θ 、 2θ 、 3θ 、 4θ 、 5θ 的在

Schedule=15 时的后验柱方图 11 所示。根据后验分

布得到均值，方差如表 3 所示。定义 iδθ 的如下： 
( ) 1i b iuδθ θ= −             (29) 

式中 ( )b iu θ 为根据第二步 Schedule=15 时的均值，

iδθ 则表示的是损伤后结构物理参数的变化绝对

值。将 iδθ 列入图 12 中，可以看到 2θ 的变化最为明

显，表示第二层刚度有明显地变化，明确地反应出

了结构损伤位置，说明了该方法能有效地识别结构

损伤位置。在图 12 中，发现地基参数 5θ 变化也比 

 
图 9  第二步不同 Schedule 中的 1θ , 2θ , 3θ 的数值 

Fig.9  1θ , 2θ , 3θ value in different Schedule in step two 

 
图 10  第二步不同 Schedule 中的 1θ , 4θ , 5θ 的数值 

Fig.10  1θ , 4θ , 5θ value in different Schedule in step two 
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图 11  第二步 Schedule=15 的 1θ , 2θ , 3θ , 4θ , 5θ 的后验柱方图 

Fig.11  Posterior histograms of 1θ , 2θ , 3θ , 4θ , 5θ when Schedule=15 in step two  

较明显，这是因为对于地基模型的选择上值得进一

步研究，对于利用结构的动力参数来进行地基参数

的反演是利用的间接信息。这也说明地基参数对于

结构动力特性影响的复杂性。 
表 3  第二步中根据后验柱方图得到的均值和方差 

Table 3  Mean and variance value according to posterior 
histograms in step two 

参数 1θ  2θ  3θ  4θ  5θ  

µ  1.0132 1.1149 0.9932 1.0180 1.0908 
σ   0.0023 0.0040 0.0020 0.0015 0.0012 

1 2 3 4 5
0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

δθ

n  
图 12  第二步方法二得到的均值差 

Fig.12  Difference of mean value between two posterior 
distributions 

5  结论 

贝叶斯统计学是和经典统计学并立的两大统

计学门派，更重视已出现的样本观察值，重视先验

信息的搜集、挖掘和加工。由于贝叶斯公式的多维

积分形式复杂，很大地限制了它的应用，本文研究

了基于贝叶斯方法进行损伤诊断的问题，得到的主

要结论如下： 
(1) 分析了贝叶斯统计的原理、马尔可夫过程

以及 Metropolis 准则，建立了基于贝叶斯统计进行

损伤诊断的方法，利用 MCMC 来计算贝叶斯公式

的方法，编制了 MCMC 方法进行损伤诊断的程序。 
(2) 对实验室内弹性地基上的框架结构进行了

局部加强柱的脉冲锤击法模态实验，得到了损伤前

后结构的各 5 次的模态参数值。 
(3) 利用得到的模态参数分两步进行损伤诊断

研究。第一步利用完好状态的模态信息经过 MCMC
的模拟计算得到后验分布的均值，第二步利用前次

后验分布得到的均值先修正模型，然后再利用损伤

状态下的模态参数计算后验分布。计算得到第二步

最大似然点能有效识别损伤的位置，识别结果还发

现地基对识别结果有较大的影响。 
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